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Abstract
Let V be a compact Ka¨hler manifold. Let G′ be a commutative
subgroup of Aut(V ) and U the set of elements of zero entropy of
G′. Then U is a group and G′ is isomorphic to the direct product
G′ ≃ U × G where G is a subgroup of G′ such that all elements of
G \ {id} are of positive entropy. Moreover, G is a free commutative
group with rank(G) ≤ dimV − 1. The estimate is sharp. When
rank(G) = dimV − 1, U is finite. Rank(G) satisfies other inequalities
involving the dimensions of Dolbeault cohomology groups of V .
1 Introduction
Soit f un endomorphisme holomorphe d’une varie´te´ V ka¨hle´rienne compacte.
On peut conside´rer qu’un tel objet est dynamiquement inte´ressant lorsqu’il
est d’entropie positive, c’est-a`-dire lorsque le nombre d’orbites distinctes dis-
cernables a` l’e´chelle ǫ est a` croissance exponentielle. D’apre`s Gromov [11]
et Yomdin [25] (voir e´galement Katok-Hasselblatt [14]), un endomorphisme
holomorphe f est d’entropie positive si le rayon spectral de f ∗ sur H1,1(V,R)
est strictement plus grand que 1, H1,1(V,R) de´signant le groupe de coho-
mologie de Dolbeault.
On trouve dans la litte´rature des exemples d’automorphismes d’entropie
positive; pour le cas des surfaces voir B. Mazur [17], S. Cantat [4], Barth,
Peters, van de Ven [1]. La construction de Mazur se prolonge sans difficulte´
en dimension k. Tre`s re´cemment, C. McMullen [18] a construit des surfaces
K3 non alge´briques ayant des automorphismes admettant des disques de
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Siegel. Il de´montre en particulier que ces automorphismes sont d’entropie
positive. En fait, on doit observer qu’il est assez difficile de construire des
automorphismes holomorphes de varie´te´s complexes. C’est aussi le cas dans
le cadre de domains strictement pseudoconvexes, voir Burns-Shnider-Wells
[3].
Dans [22], S. Smale attire l’attention sur la difficulte´ de comprendre les
diffe´omorphismes d’une varie´te´ qui commutent. Dans le pre´sent article,
nous explorons les proprie´te´s des groupes commutatifs d’automorphismes
d’entropie positive. Plus pre´sise´ment, un groupe G ⊂ Aut(V ) est d’entropie
positive si tout e´le´ment g ∈ G \ {id} est d’entropie positive. Nous montrons
The´ore`me principal. Si G est un groupe commutatif d’entropie positive
d’une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte V . Alors G est commutatif libre et le
rang r de G ve´rifie r ≤ dimV − 1.
La preuve utilise de fac¸on essentielle une extension du the´ore`me de Hodge-
Riemann due a` Gromov [12] (voir aussi Timorin [24]). Elle re´sulte de l’analyse
de l’action de G surH1,1(V,R). Notons que nous montrons a` l’aide d’exemples
classiques (voir exemple 4.7), fournis par F. Labourie et F. Paulin, que notre
estimation est optimale. Nous en de´duisons graˆce a` un the´ore`me de Demailly-
Paun sur le coˆne de Ka¨hler, la structure des groupes commutatifs quelcon-
ques.
L’analyse des endomorphismes holomorphes qui commutent dans Pk a fait
l’objet d’un pre´ce´dent travail des auteurs [6]. Le cas P1 a e´te´ e´tudie´ par Fatou
[8], Julia [13], Ritt [20] et Eremenko [7]. Dans le cadre non compact signalons
que Veselov [23] et Lamy [15] ont montre´ que tout groupe d’automorphismes
polynomiaux de C2 satisfait a` l’alternative de Tits, c’est-a`-dire que soit il est
moyennable soit il contient un sous groupe libre a` 2 ge´ne´rateurs.
Nous remercions E. Amerik, Y. Benoist, J. B. Bost, F. Labourie et F.
Paulin d’avoir re´pondu a` nos nombreuses questions.
2 Action sur les groupes de cohomologie
Soit V une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte de dimension k munie d’une forme
de Ka¨hler ω. Un endomorphisme (non de´ge´ne´re´) de V induit des applications
line´aires inversibles sur les groupes de cohomologie de la varie´te´. Nous allons
rappeler la de´finition des degre´s dynamiques et de l’entropie associe´s a` un
endomorphisme f de V .
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Notons Fp,p
C
(resp. Ep,p
C
) l’espace des (p, p)-formes lisses, ∂-ferme´es (resp.
∂-exactes) de V et Fp,p
R
(resp. Ep,p
R
) le sous-espace des formes ψ ∈ Fp,p
C
(resp. ψ ∈ Ep,p
C
) ve´rifiant ψ = ψ. Conside´rons les groupes de cohomologie de
Dolbeault [10]
Hp,p(V,C) := Fp,p
C
/Ep,p
C
et Hp,p(V,R) := Fp,p
R
/Ep,p
R
.
Ces espaces sont de dimension finie et on a Hp,p(V,C) = Hp,p(V,R) ⊗R C.
On peut identifier Hp,p(V,R) a` un sous-espace re´el de Hp,p(V,C).
Si dans la de´finition pre´ce´dente, on remplace les formes par les courants,
on obtient les meˆmes groupes de cohomologie. C’est une conse´quence de
la dualite´ de Poincare´ et de la de´composition de Hodge. Etant donne´ une
forme ou un courant α ferme´ de bidegre´ (p, p), on notera [α] sa classe dans
Hp,p(V,C). Notons K le coˆne de Ka¨hler de H1,1(V,R). C’est le coˆne des
classes associe´es aux formes de Ka¨hler, i.e. (1, 1)-formes lisses strictement
positives. C’est un coˆne ouvert de H1,1(V,R). Observons que K est convexe
et saillant: K∩ (−K) = {0}. En effet, chaque classe de K est repre´sente´e par
un courant positif ferme´.
Conside´rons un endomorphisme holomorphe f de V . L’application f ∗
de´finie par f ∗[α] := [f ∗α], est un ope´rateur line´aire de Hp,p(V,R) dans lui-
meˆme. Posons
dp,n := ‖(f
n)∗[ωp]‖
dp := lim sup
n→∞
n
√
dp,n et H(f) := sup
0≤p≤k
log(dp)
ou` ‖ ‖ de´signe une norme sur Hp,p(V,R). Observons que dp,n ne de´pend
que de la classe [ωp] dans Hp,p(V,R). Il est aussi clair que dp et H(f) ne
de´pendent pas de la forme ω et de la norme ‖ ‖ choisies. De plus, dp est
le rayon spectral de f ∗ sur Hp,p(V,R) et sur Hp,p(V,C). On dit que dp est
le degre´ dynamique d’ordre p de f . En pratique, on peut calculer dp par la
formule
dp := lim
n→∞
(∫
(fn)∗ωp ∧ ωk−p
)1/n
.
Rappelons la notion d’entropie topologique [14]. Notons dist la distance
sur V . On de´finit la distance distn par
distn(a, b) := max
0≤i≤n−1
dist(f i(a), f i(b)).
3
Soit sn(ǫ) le nombre maximal de boules de rayon ǫ/2 pour la distance distn
qui sont disjointes dans V . L’entropie topologique de f est de´finie par la
formule
h(f) := lim sup
ǫ→0
lim sup
n→∞
log sn(ǫ)
n
.
Nous avons le re´sultat fondamental suivant [25, 11, 9].
The´ore`me 2.1 (Yomdin-Gromov) Soit f un endomorphisme holomor-
phe d’une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte V . Alors l’entropie topologique h(f)
de f est e´gale a` H(f).
On en de´duit le corollaire suivant.
Corollaire 2.2 On a h(f) > 0 si et seulement si d1 > 1. De plus, l’application
qui associe a` un endomorphisme holomorphe de V son premier degre´ dy-
namique d1 est d’image discre`te dans [1,+∞[. L’application qui associe a`
un endomorphisme holomorphe de V son entropie topologique est d’image
discre`te dans [0,+∞[.
Preuve— Soit f un endomorphisme holomorphe de V . L’inte´grale de´finissant
dp,n se calcule cohomologiquement. Il suffit d’utiliser la de´composition de
Jordan de f ∗ sur H1,1(V,C) pour voir que dp est e´gal au module d’un produit
de p valeurs propres de f ∗ sur H1,1(V,C). En effet, la norme se calcule
sur ωp qui est un produit de (1, 1) formes. En particulier, on a dp ≤ d
p
1.
D’apre`s le the´ore`me 2.1, il nous suffit de montrer que lorsque le premier
degre´ dynamique d1 de f est majore´ par une constante M > 0, les valeurs
propres de f ∗ sur le groupe de cohomologie de De RhamH2(V,C) parcourent
un ensemble fini.
La de´composition de Hodge
H2(V,C) = H2,0(V,C)⊕H1,1(V,C)⊕H0,2(V,C)
est invariante par f ∗. Si ψ est une (2, 0)-forme holomorphe non nulle telle
que f ∗ψ = λψ avec λ ∈ C, on a
f ∗(ψ ∧ ψ) = |λ|2ψ ∧ ψ.
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La forme ψ ∧ ψ e´tant lisse, positive et non nulle, il existe c > 0 telle que
ψ ∧ ψ ≤ cω. On en de´duit que
|λ|2 = lim
n→∞
(∫
(fn)∗(ψ ∧ ψ) ∧ ωk−2
)1/n
≤ lim
n→∞
(∫
c(fn)∗ω2 ∧ ωk−2
)1/n
= d2.
Par conse´quent, on a |λ|2 ≤ d21 ≤M
2. On en de´duit que le rayon spectral de
f ∗ sur H2,0(V,C) est majore´ par M . Par conjugaison, le rayon spectral de
f ∗ sur H0,2(V,C) l’est aussi.
Par suite, le rayon spectral de f ∗ sur H2(V,C) est majore´ parM . D’autre
part, l’ope´rateur f ∗ pre´serve H2(V,Z) et on a H2(V,C) = H2(V,Z) ⊗Z C.
L’ope´rateur f ∗ pre´serve un re´seau qui engendre H2(V,C). Par conse´quent,
pour une base convenable, il est de´fini par une matrice a` coefficients entiers.
Son polynoˆme caracte´ristique est unitaire et a` coefficients entiers. Les racines
de ce polynoˆme sont majore´es par M . Il n’y a donc qu’un nombre fini de
polynoˆmes ve´rifiant ces proprie´te´s et par conse´quent un nombre fini de valeurs
propres possibles pour f ∗.

Remarque 2.3 De la meˆme manie`re, on montre qu’il existe un nombre en-
tier naturel m ≥ 1 tel que si f est un automorphisme d’entropie nulle de V ,
les valeurs propres de fm∗ sur H1,1(V,R) sont e´gales a` 1.
3 The´ore`me de Hodge-Riemann
Nous rappelons dans ce paragraphe le the´ore`me de signature de Hodge-
Riemann. Nous en donnons des corollaires qui nous seront utiles.
Soit V une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte de dimension k. Soient c1, . . .,
ck−1 des classes deH
1,1(V,R). On de´finit la forme syme´trique q surH1,1(V,R)
par
q(c, c′) := −
∫
V
c ∧ c′ ∧ c1 ∧ . . . ∧ ck−2.
Notons P(c1 ∧ . . . ∧ ck−1) l’ensemble des classes primitives dans H
1,1(V,R).
Plus pre´cise´ment
P(c1 ∧ . . . ∧ ck−1) :=
{
c ∈ H1,1(V,R), c ∧ c1 ∧ . . . ∧ ck−1 = 0
}
.
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Lorsque c1 ∧ . . .∧ ck−1 6= 0, par dualite´ de Poincare´, P(c1 ∧ . . .∧ ck−1) est un
hyperplan de H1,1(V,R).
Rappelons le the´ore`me de Hodge-Riemann classique [10]:
The´ore`me 3.1 (Hodge-Riemann) Soit ω une forme de Ka¨hler. Si c1 =
· · · = ck−1 = [ω], la forme q est de´finie positive sur l’hyperplan P([ω
k−1]).
Corollaire 3.2 Soient c et c′ deux classes de K. Supposons que c ∧ c′ = 0.
Alors c et c′ sont coline´aires.
Preuve— Soit ω une forme de Ka¨hler. Notons P := P([ωk−1]). La forme
q est de´finie positive sur P. Notons F le sous-espace engendre´ par c et c′.
Par hypothe`se, la forme q est de´finie semi-ne´gative sur F . Par conse´quent,
l’intersection de F avec l’hyperplan P est re´duit a` {0}. Par suite, dimF ≤ 1
et donc c, c′ sont coline´aires.

La version suivante du the´ore`me de Hodge-Riemann est duˆe a` Gromov
[12] (voir aussi Timorin [24]):
The´ore`me 3.3 Si c1, . . ., ck−1 sont des classes de Ka¨hler, la forme q est
de´finie semi-positive sur P(c1 ∧ . . . ∧ ck−1).
Par passage a` limite, on obtient le corollaire suivant:
Corollaire 3.4 Supposons que les classes c1, . . ., ck−1 soient dans K. Si
c1 ∧ . . . ∧ ck−1 est non nulle, alors la forme q est semi-positive sur P(c1 ∧
. . . ∧ ck−1).
Nous aurons besoin de l’extension suivante du corollaire 3.2.
Corollaire 3.5 Soient c1, . . ., cm, c et c
′ des classes dans K, 0 ≤ m ≤ k−2.
Supposons que c∧c′∧c1∧. . .∧cm = 0. Alors il existe a, b re´els, (a, b) 6= (0, 0),
tels que
(ac + bc′) ∧ c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c
′
1 ∧ . . . ∧ c
′
k−m−2 = 0
pour toutes les classes c′1, . . ., c
′
k−m−2 dans H
1,1(V,R). Si c∧ c1∧ . . .∧ cm est
non nulle, le couple (a, b) est unique a` une constante multiplicative pre`s.
On peut supposer que c et c′ ne sont pas coline´aires et que c∧c1∧. . .∧cm 6=
0, c′ ∧ c1 ∧ . . . ∧ cm 6= 0. En effet, dans le cas contraire, le corollaire est
e´vident. Notons F le plan engendre´ par c et c′. Nous aurons besoin de
quelques re´sultats pre´liminaires.
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Lemme 3.6 Soient c′1, . . ., c
′
k−m−2 des classes de Ka¨hler. Il existe c˜ ∈ F ,
c˜ 6= 0, unique a` une constante multiplicative pre`s, telle que
c˜ ∧ c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c
′
1 ∧ . . . ∧ c
′
k−m−2 = 0.
Preuve— Fixons une classe de Ka¨hler c′k−m−1. Les classes c1, . . ., cm e´tant
dans l’adhe´rence du coˆne de Ka¨hler et c1 ∧ . . . ∧ cm e´tant non nulle, on a
c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c
′
1 ∧ . . . ∧ c
′
k−m−1 6= 0.
En effet, il existe un courant positif ferme´ non nul qui repre´sente la classe
c1 ∧ . . . ∧ cm. Par conse´quent,
P := P(c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c
′
1 ∧ . . . ∧ c
′
k−m−1)
est un hyperplan de H1,1(V,R).
Notons q la forme syme´trique de´finie par les k − 2 classes c1, . . ., cm, c
′
1,
. . ., c′k−m−2. D’apre`s le corollaire 3.4, q est semi-positive sur P. Les classes c,
c′ e´tant dans l’adhe´rence du coˆne de Ka¨hler et c∧ c′ ∧ c1 ∧ . . .∧ c
′
k−m−2 e´tant
nulle, la forme q est semi-ne´gative sur F . On en de´duit que q est nulle sur
F ∩ P. L’intersection F ∩ P n’est pas re´duit a` {0} car P est un hyperplan.
Il existe donc une classe non nulle c˜ ∈ F ∩ P. On a q(c˜, c˜) = 0.
Comme q est de´finie semi-positive sur P, d’apre`s l’ine´galite´ de Cauchy-
Schwarz, pour toute γ ∈ P, on a
|q(c˜, γ)|2 ≤ q(c˜, c˜)q(γ, γ) = 0.
Donc q(c˜, γ) = 0. D’autre part, q(c˜, c′k−m−1) = 0 car c˜ est primitive. La
classe c′k−m−1 e´tant non primitive, q(c˜, γ) = 0 pour toute γ ∈ H
1,1(V,R). Par
dualite´ de Poincare´, on a
c˜ ∧ c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c
′
1 ∧ . . . ∧ c
′
k−m−2 = 0.
Montrons l’unicite´ de c˜. Si c˜ n’e´tait pas unique a` une constante multi-
plicative pre`s, la dernie`re ine´galite´ serait vraie pour toute classe c˜ ∈ F . En
particulier, elle est vraie pour c˜ = c. C’est la contradiction recherche´e car on
a suppose´e c ∧ c1 ∧ . . . ∧ cm 6= 0.

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Posons E := H1,1(V,R). Notons Σ l’ensemble des (c˜, c′1, . . . , c
′
k−m−2) ∈
F ×Ek−m−2 qui ve´rifient
c˜ ∧ c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c
′
1 ∧ . . . ∧ c
′
k−m−2 = 0.
C’est un sous-ensemble alge´brique re´el de F ×Ek−m−2. Il est de´fini par une
famille F de polynoˆmes homoge`nes de degre´ k −m− 1 qui sont line´aires en
chaque variable c˜, c′1, . . ., c
′
k−m−2. D’apre`s le lemme 3.6, Σ∩F ×K
k−m−2 est
une hypersurface irre´ductible. C’est en fait un graphe au dessus de K. Par
conse´quent, les polynoˆmes de F admettent un facteur commun non constant.
Soit Q le facteur commun irre´ductible qui s’annulle sur Σ ∩ F × Kk−m−2.
Notons Σ∗ l’ensemble des ze´ros de Q. On a Σ∗ ⊂ Σ. Observons que Σ∗ est
invariant par toute permutation de c′1, . . ., c
′
k−m−2. En effet, les e´quations
de´finissant Σ sont clairement syme´triques et au dessus de Kk−m−2, on a vu
que Σ est un graphe donc Σ∗ est aussi un graphe.
Lemme 3.7 Pour toutes classes de Ka¨hler c′1, . . ., c
′
k−m−3, il existe une
classe non nulle c˜ ∈ F telle que
c˜ ∧ c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c
′
1 ∧ . . . ∧ c
′
k−m−2 = 0
pour toute classe c′k−m−2 ∈ E.
Preuve— Posons Q˜(c˜, c′k−m−2) := Q(c˜, c
′
1, . . . , c
′
k−m−2) et
Σc˜ :=
{
c′k−m−2 ∈ E, Q˜(c˜, c
′
k−m−2) = 0
}
.
Supposons qu’aucune classe non nulle c˜ ∈ F ne ve´rifie le lemme. On a
Q˜(c˜, .) 6= 0 pour toute classe c˜ 6= 0. Par conse´quent, d’apre`s le lemme 3.6,
pour tout c˜ 6= 0, l’ensemble Σc˜ est un hyperplan de E.
Notons hc˜ la forme syme´trique de´finie par
hc˜(α, γ) :=
∫
c˜ ∧ c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c
′
1 ∧ . . . ∧ c
′
k−m−3 ∧ α ∧ γ
pour α et γ dans E. On a hc˜(α, γ) = 0 pour toutes classes α ∈ Σc˜ et γ ∈ E.
La forme hc˜ est nulle sur l’hyperplan Σc˜ de E sans eˆtre identiquement
nulle. Elle est donc de´finie semi-positive ou semi-ne´gative. La signature de
hc˜ de´pendant continuˆment de c˜, elle est donc constante. Or les signatures de
hc˜ et h−c˜ sont oppose´es. C’est la contradiction cherche´e.

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De´monstration du corollaire 3.5 — Notons τ : F ×Ek−m−2 −→ F ×Ek−m−3
la projection de´finie par
τ(c˜, c′1, . . . , c
′
k−m−2) := (c˜, c
′
1, . . . , c
′
k−m−3).
Posons
Σ˜ :=
{
(c˜, c′1, . . . , c
′
k−m−3) ∈ F ×E
k−m−3, τ−1(c˜, c′1, . . . , c
′
k−m−3) ⊂ Σ
∗
}
.
C’est un sous-ensemble alge´brique re´el de F × Ek−m−3. D’apre`s le lemme
3.7, Σ˜ est de codimension 1. On en de´duit que le polynoˆme Q contient un
facteur qui ne de´pend pas de c′k−m−2. Comme Q est est irre´ductible, il est
inde´pendant de c′k−m−2. L’ensemble des ze´ros de Q e´tant invariant par les
permutations de c′1, . . ., c
′
k−m−2, ce polynoˆme Q est e´galement inde´pendant
de c′1, . . ., c
′
k−m−3. Ceci implique le corollaire. La classe c˜ est unique a`
une constante multiplicative pre`s car sinon Q serait identiquement nul. Les
assertions sur les ensembles alge´briques re´els se ve´rifient en complexifiant.

Remarque 3.8 Si dans le corollaire 3.5, on suppose de plus que c∧ c∧ c1 ∧
. . . ∧ cm = 0 et c
′ ∧ c′ ∧ c1 ∧ . . . ∧ cm = 0, on n’a plus besoin de l’hypothe`se
que les classes c et c′ sont dans K.
4 Groupes d’automorphismes
Dans ce paragraphe, nous e´tudions les groupes commutatifs d’automorphismes
d’une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte V . Bochner et Montgomery [2] ont
montre´ que le groupe d’automorphismes holomorphes Aut(V ) de V est un
groupe de Lie complexe de dimension finie pour toute varie´te´ complexe com-
pacte V .
Notons Aut0(V ) la composante de l’identite´ dans Aut(V ). Il est clair
que Aut0(V ) agit trivialement sur les groupes H
p,p(V,R) et est un sous-
groupe distingue´ de Aut(V ); le quotient Aut#(V ) de Aut(V ) par Aut0(V )
est donc un groupe. Lieberman [16, Theorem 3.3], a montre´ que Aut0(V )
est compactifiable. C’est-a`-dire qu’il existe une varie´te´ compacte X et une
application me´romorphe Φ : X × V −→ V telles que Aut0(V ) peut-eˆtre
identifie´ a` un ouvert de Zariski Y de X et l’orbite de tout point x ∈ V par
Aut0(V ) est e´gal a` Φ(Y × {x}).
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On dira qu’un automorphisme f est virtuellement isotope a` l’identite´ si
f posse`de des ite´re´s appartenant a` Aut0(V ). Si c est une classe dans le coˆne
de Ka¨hler, notons Autc(V ) le groupe des automorphismes f qui pre´servent
c: f ∗c = c. D’apre`s Lieberman [16, Proposition 2.2], Autc(V )/Aut0(V ) est
fini. En particulier, les e´le´ments de Autc(V ) sont virtuellement isotopes a`
l’identite´. Si V n’admet pas de champ de vecteurs holomorphe, le groupe
Autc(V ) est fini.
Un automorphisme f est dit de type parabolique si le rayon spectral de
f ∗ sur H1,1(V,R) est e´gal a` 1 et si f ∗ n’est pas d’ordre fini. Observons
qu’alors f est d’entropie nulle et tout e´le´ment de sa classe dans Aut#(V ) est
de type parabolique. On dira aussi que la classe de f est de type parabolique.
L’argument donne´ dans la preuve du corollaire 2.2 montre que sur H1,1(V,R)
les valeurs propres de f ∗ sont des racines de l’unite´. En particulier, il existe
n ≥ 1 tel que sur H1,1(V,R), (fn)∗ soit de´fini par une matrice non diagonal-
isable dont les valeurs propres sont e´gales a` 1.
On dira qu’un groupe d’automorphismes G d’une varie´te´ compacte com-
plexe V pre´serve une classe c si pour tout f ∈ G il existe une constante λ(f)
telle que f ∗(c) = λ(f)c. On dira que la classe c est invariante par le groupe
G et que λ est le coefficient multiplicatif associe´ a` c. Notons 〈f〉 le groupe
engendre´ par f . On a le lemme suivant:
Lemme 4.1 Soit G un groupe commutatif d’automorphismes de V . Sup-
posons que G contient un e´le´ment f d’entropie positive. Alors il existe une
classe c ∈ K, c 6= 0 qui est invariante par G et ve´rifie f ∗c = d1(f)c.
Preuve— Soit Γ1 ⊂ K le coˆne des classes c ve´rifiant f
∗c = d1(f)c. Puisque
K est un coˆne convexe ferme´ invariant par f ∗, d’apre`s une extension du
the´ore`me de Perron-Frobenius, Γ1 un coˆne convexe ferme´ et non re´duit a` 0.
Il suffit pour cela d’utiliser la de´composition de Jordan de la matrice associe´e
a` f ∗. Soient g ∈ G et c ∈ Γ1. On a
f ∗(g∗c) = g∗(f ∗c) = d1(f)g
∗c.
Par conse´quent, g pre´serve Γ1. Il existe c ∈ Γ1 \ {0} telle que g
∗c = λ(g)c
ou` λ(g) est une constante positive. Notons Γ2 ⊂ Γ1 le coˆne des classes c
ve´rifiant la dernie`re relation. C’est un coˆne convexe ferme´. Par induction en
g ∈ G, on construit une classe c ∈ Γ1 invariante par G.

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On dira qu’un groupe G ⊂ Aut(V ) est d’entropie positive si tout e´le´ment
f ∈ G diffe´rent de l’identite´ est d’entropie positive. Ce sont des groupes qui
ne contiennent pas d’e´le´ments virtuellement isotopes a` l’identite´ ni d’e´le´ments
de type parabolique, ils sont discrets.
Pour tout τ = {τ(f)}f∈G ∈ R
G , notons Γτ le coˆne des classes c ∈ K
telles que f ∗(c) = exp(τ(f))c pour tout f ∈ G. Si Γτ n’est pas re´duit a` {0},
exp(τ(f)) est une valeur propre de f ∗ sur H1,1(V,R). Notons F la famille
des τ ∈ RG tels que Γτ 6= {0} et τ 6≡ 0. On montrera que F est fini et on
notera τ1, . . ., τm les e´le´ments de F . Notons e´galement π le morphisme de
groupes qui associe a` f ∈ G le vecteur (τ1(f), . . . , τm(f)) ∈ R
m.
Proposition 4.2 Le cardinalm de F ve´rifiem ≤ h1 ou` h1 := dimH
1,1(V,R).
Si G est commutatif d’entropie positive, π est injective et son image est
discre`te. De plus, G est commutatif libre et son rang r ve´rifie r ≤ m.
Preuve— Montrons que m ≤ h1, en particulier, m est fini. Puisque les τi,
pour tout 1 ≤ i < j ≤ m, sont diffe´rents, l’image π(G) de G n’est pas contenue
dans l’hyperplan (xi = xj). Par conse´quent, le groupe additif π(G) n’est pas
contenu dans la re´union de ces hyperplans. Il existe donc un e´le´ment g0 ∈ G
tel que τi(g0) 6= τj(g0) pour tous 1 ≤ i < j ≤ m. Sur H
1,1(V,R), l’application
g∗0 posse`de donc au moins m valeurs propres distinctes. Par suite, m ≤ h1.
Supposons que G soit commutatif et d’entropie positive. D’apre`s le lemme
4.1, l’une des coordonne´es de π(f) est e´gale a` log d1(f). Le corollaire 2.2
implique que log d1(f) est minore´ inde´pendement de f . Par suite, 0 est
isole´ dans π(G) et donc π(G) est discret. Comme G est d’entropie positive,
l’application π est injective.
Puisque π(G) est un sous groupe additif discret de Rm, on a r ≤ m ≤ h1.

Lemme 4.3 Soient c, c′ et ci des classes dans K, 1 ≤ i ≤ m ≤ k − 2.
Soit g un automorphisme de V . Supposons qu’il existe des constantes re´elles
positives diffe´rentes λ et λ′ telles que g∗(c1∧ . . .∧cm∧c) = λc1∧ . . .∧cm∧c et
g∗(c1∧. . .∧cm∧c
′) = λ′c1∧. . .∧cm∧c
′. Supposons de plus que c1∧. . .∧cm∧c 6=
0 et c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c ∧ c
′ = 0. Alors c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c
′ = 0.
Preuve— D’apre`s le corollaire 3.5, il existe (a, b) ∈ R2 \ {0} unique a` une
constante multiplicative pre`s, tel que
c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ (ac+ bc
′) ∧ c′1 ∧ . . . ∧ c
′
k−n−2 = 0
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pour toutes classes c′1, . . ., c
′
k−m−2 dans H
1,1(V,R).
Utilisant g∗, la dernıe`re e´galite´ implique que
c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ (aλc+ bλ
′c′) ∧ g∗c′1 ∧ . . . ∧ g
∗c′k−m−2 = 0.
Comme l’ope´rateur g∗ est inversible, on a
c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ (aλc + bλ
′c′) ∧ c′1 ∧ . . . ∧ c
′
k−m−2 = 0
pour toutes classes c′1, . . ., c
′
k−m−2 dans H
1,1(V,R). Les couples (a, b) et
(aλ, bλ′) sont donc coline´aires. Comme λ 6= λ′, on a a = 0 ou b = 0. Or
c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c 6= 0, donc a = 0. En prenant les classes c
′
i dans le coˆne de
Ka¨hler, la dernie`re e´galite´ implique que c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ c
′ = 0 car les ci et c
′
appartiennent a` K.

La proposition suivante implique le the´ore`me principal. En effet, on a
hk = 1 et la proposition (applique´e a` n = r = k) implique que r 6= k. La
propostion donne e´galement des contraintes topologiques pour qu’une varie´te´
ka¨hle´rienne posse`de un gros groupe commutatif d’automorphismes d’entropie
positive.
Proposition 4.4 Soit G un groupe commutatif d’automorphismes d’une varie´te´
ka¨hle´rienne compacte V de dimension k ≥ 2. Supposons que G soit d’entropie
positive. Alors G est commutatif libre. Le rang r de G ve´rifie
(
r
n
)
≤ hn pour
tout 1 ≤ n ≤ r ou` hn := dimH
n,n(V,R); si n divise r on a
(
r
n
)
≤ hn − 1. De
plus, il existe r + 1 classes c1, . . ., cr+1 dans K telles que c1 ∧ . . . ∧ cr+1 6= 0.
Preuve— L’application π e´tant injective, π(G) engendre un sous-espace de
dimension r. On peut supposer que la projection de ce sous-espace sur les
r premiers coordonne´es est bijective. Cela signifie que τ1, . . ., τr est une
famille libre engendrant F . Notons Π le morphisme qui associe a` g ∈ G
le vecteur (τ1(g), . . . , τr(g)) ∈ R
r. L’application Π est donc injective et son
image engendre l’espace Rr. Soit ci une classe non nulle dans Γτi, 1 ≤ i ≤ r.
Pour tout I = (i1, . . . , in) ⊂ {1, . . . , r}, notons cI := ci1 ∧ . . . ∧ cin et
τI := τi1 + · · · + τin . Montrons que cI 6= 0 quand |I| ≤ k. Sinon, on peut
supposer que c1 ∧ . . . ∧ cn−1 6= 0, c1 ∧ . . . ∧ cn−2 ∧ cn 6= 0 et c1 ∧ . . . ∧ cn = 0
avec 2 ≤ n ≤ min(k, r). On verra que min(k, r) est toujours e´gal a` r. Soit
g ∈ G. On peut appliquer lemme 4.3 pour m := n− 2, c := cn−1 et c
′ := cn.
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On constate que τn−1(g) = τn(g). Ceci implique que Π(G) est contenue dans
l’hyperplan {xn−1 = xn}. C’est contraire au choix de Π.
Montrons que les classes cI avec |I| = n sont line´airement inde´pendantes.
Sinon, il existe des nombres re´els aI non tous nuls, tels que∑
aIcI = 0.
Le fait que les ci soient invariantes par g
p pour tout g ∈ G et tout p ∈ Z,
implique que ∑
aI exp(pτI(g))cI = 0.
Par conse´quent, il existe I 6= J tels que τI(g) = τJ (g). Le groupe Π(G) est
donc contenu dans la re´union finie des hyperplans du type∑
i∈I
xi =
∑
i∈J
xj .
Par suite, il est contenu dans un hyperplan. C’est contraire au choix de r.
Les
(
r
n
)
classes cI sont line´airement inde´pendantes dans H
n,n(V,R). On
en de´duit que
(
r
n
)
≤ hn pour tout n ≤ min(k, r). Si r ≥ k, en prenant n = k,
la dernie`re ine´galite´ donne r ≤ k et donc min(k, r) = r.
Supposons maintenant que n divise r. Posons r = mn. Montrons que(
r
n
)
6= hn. Sinon, les classes cI forment une base de H
n,n(V,R) car elles
sont line´airement inde´pendantes. On peut alors choisir m classes cI1, . . ., cIm
telles que cI1 ∧ . . .∧ cIm 6= 0. La dernie`re classe appartient a` H
k,k(V,R). Par
conse´quent, g∗(cI1 ∧ . . .∧ cIm) = cI1 ∧ . . .∧ cIm pour tout g ∈ G. On en de´duit
que
∑
τIi = 0. Par conse´quent, Π(G) est contenue dans un hyperplan, ce qui
n’est pas possible. On a montre´ que
(
r
n
)
≤ hn − 1. Ceci (pour r = k = n)
implique que Aut(V ) ne contient pas de sous-groupe commutatif, libre, de
rang k et d’entropie positive.
Il reste a` construire une classe cr+1 ∈ K telle que c1 ∧ . . . ∧ cr+1 6= 0. On
sait de´ja` que c1 ∧ . . . ∧ cr 6= 0. Puisque Π(G) est un re´seau qui engendre
Rr, il existe f ∈ G tel que les coordonne´es de Π(f) soient toutes strictement
ne´gatives. D’apre`s le lemme 4.1, il existe une classe cr+1 ∈ K invariante par
G telle que f ∗cr+1 = d1(f)cr+1. D’apre`s le lemme 4.3, on a c1∧ . . .∧ cr+1 6= 0
car sinon, on en de´duit que c1 ∧ . . . ∧ cr = 0.

Exemple 4.5 Soit T := C/(Z+iZ) le tore complexe associe´ au re´seau Z+iZ.
Posons V := Tk. Notons SL(k,Z) le groupe des matrices de rang k, de
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de´terminant 1 a` coefficients entiers. Ce groupe agit sur V et contient des
sous-groupes commutatifs libres de rang k − 1, diagonalisables dans R donc
d’entropie positive. En effet, le groupe ∆ des matrices re´elles diagonales agit
a` gauche sur l’espace homoge`ne SL(k,R)/SL(k,Z) et posse`de des orbites
compactes (voir par exemple Samuel [21, p.72] ou Prasad-Raghunathan [19,
theorem 2.8]). Si l’orbite de g est compacte, g−1∆g ∩ SL(k,Z) est un groupe
commutatif libre de rang k− 1. Cet exemple montre que la borne supe´rieure
k − 1 trouve´e dans le the´ore`me 4.6 est optimale.
The´ore`me 4.6 Soit G un groupe d’automorphismes d’une varie´te´ ka¨hle´rienne
compacte V de dimension k ≥ 2. Supposons que G soit d’entropie positive.
Supposons e´galement que G pre´serve k − 1 classes c1, . . ., ck−1 de K qui
ve´rifient c1∧. . .∧ck−1 6= 0. Alors G est commutatif, libre et de rang r ≤ k−1.
Preuve— Comme pre´ce´demment, on note τi la fonction associe´e a` ci et
π : G −→ Rk−1 l’application associe´e aux classes invariantes c1, . . ., ck−1.
Montrons que π est injective. Supposons qu’il existe g ∈ G tel que g∗ci = ci
pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1. Soit c une classe de K \ {0} ve´rifiant g∗c = λc ou`
λ := d1(g). On a g
∗(c ∧ c1 ∧ . . . ∧ ck−1) = λc ∧ c1 ∧ . . . ∧ ck−1. Or g
∗ est e´gal
a` l’identite´ sur Hk,k(V,R) et λ > 1. Donc c ∧ c1 ∧ . . . ∧ ck−1 = 0. Utilisant
le lemme 4.3, on montre par re´currence que c = 0, ce qui est impossible.
Donc π est injective et G est commutatif. D’apre`s le the´ore`me principal, on
a r ≤ k − 1.

The´ore`me 4.7 Soit G ′ un groupe commutatif d’automorphismes d’une varie´te´
ka¨hle´rienne compacte V de dimension k ≥ 2. Alors l’ensemble U des e´le´ments
d’entropie nulle de G ′ est un groupe. De plus, il existe un sous-groupe com-
mutatif libre, d’entropie positive G de G ′, de rang r ≤ k−1 tel que G ′ ≃ U×G.
Si r = k − 1, le groupe U est fini.
Preuve— Comme pre´ce´demment, on construit r + 1 classes c1, . . ., cr+1 de
K, invariantes par G ′ et ve´rifiant c1 ∧ . . . ∧ cr+1 6= 0. Les r + 1 fonctions τi
associe´es a` ces classes sont diffe´rentes. On suppose ici que r est le nombre
maximal tel qu’il existe r fonctions τi line´airement inde´pendantes. Notons
toujours π : G ′ −→ Rr+1 l’application associe´e aux τi. L’image de π est
un re´seau qui engendre un hyperplan de Rr+1. Seuls les e´le´ments d’entropie
nulle s’envoient a` 0. On a U = π−1(0) et donc U est un groupe. On choisit
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des e´le´ments g1, . . ., gr de G
′ tels que les π(gi) engendrent le re´seau π(G
′).
Notons G le groupe engendre´ par g1, . . ., gr. Alors G est commutatif libre de
rang r et d’entropie positive car il est isomorphe a` π(G ′) = π(G). Il est clair
que G ′ ≃ U × G.
Supposons maintenant que r = k − 1. Posons c := c1 + · · · + ck. Pour
tout u ∈ U , on a u∗ci = ci et donc u
∗c = c. Puisque c1 ∧ . . . ∧ ck 6= 0, on a
ck 6= 0 et π(G ′) est contenu dans l’hyperplan {x1+ · · ·+xk = 0}. D’apre`s un
the´ore`me de Demailly-Paun [5], le coˆne de Ka¨hler est une des composantes
connexes de l’ouvert des classes [α] telles que
∫
V
αk > 0. Or c ∈ K et ck 6= 0,
donc c ∈ K. On a U ⊂ Autc(V ). Comme on l’a rappele´, d’apre`s Lieberman
[16, Proposition 2.2], Autc(V )/Aut(V ) est fini. Posons U0 := U ∩ Aut0(V ).
Il suffit de montrer que U0 est fini.
Rappelons que Aut0(V ) est compactifiable [16, Theorem 3.3] et notons U0
l’adhe´rence de Zariski de U0 dans Aut0(V ). D’apre`s Lieberman [16, Corollary
3.6], U 0 est commutatif. Posons m := dimC U 0.
Si m ≥ k, U 0 contient un groupe de Lie commutatif de dimension k
agissant sur V . On en de´duit que V est un tore complexe. Dans ce cas, si z
de´signe un point du tore, tout automorphisme g de V s’e´crit g(z) = Agz+Bg
ou` Ag est une matrice carre´e de rang k, Bg est un vecteur de longueur k.
Pour un e´le´ment g de Aut0(V ), on a Ag = id. Maintenant, fixons un g ∈ G
tel que τi(g) > 0 pour i = 1, . . . , k − 1. Il est clair que toute valeur propre
de Ag est de module diffe´rent de 1. On ve´rifie facilement qu’il n’y a qu’un
nombre fini d’e´le´ments de Aut0(V ) qui commutent avec g. Ceci implique le
the´ore`me.
Supposons que 0 < m ≤ k−1. Soit g ∈ G. D’apre`s Lieberman [16, Propo-
sition 3.7], le groupe gU0g
−1 est Zariski ferme´. Comme ce groupe contient
U0, il contient aussi U0. On en de´duit que gU0g
−1 = U 0 pour tout g ∈ G.
Par conse´quent, G pre´serve la fibration engendre´e par les orbites compact-
ifie´es de U 0. Soit Ω la classe associe´e a` une orbite ge´ne´rique compactifie´e
de U0. Cette classe ne de´pend pas de l’orbite ge´ne´rique choisie. Comme
c = c1 + · · · + ck est une classe de Ka¨hler, il existe 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ im ≤ k
tels que Ω ∧ ci1 ∧ . . . ∧ cim 6= 0. Or g
∗ est l’identite´ sur Hk,k(V,R). On a
donc τi1 + · · ·+ τim = 0. Par conse´quent, π(G) est contenu dans l’hyperplan
xi1+· · ·+xim = 0 de R
k. Ceci contredit le fait que π(G) engendre l’hyperplan
{x1 + · · ·+ xk = 0}.

The´ore`me 4.8 Soit V une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte de dimension k ≥
15
2. Soit G# un sous-groupe de Aut#(V ). Alors
1. Si G# est commutatif et d’entropie positive (c.-a`-d. que G# ne contient
pas de classes de type parabolique), alors G# est commutatif libre et son
rang r ve´rifie r ≤ k − 1.
2. Si G# pre´serve k−1 classes c1, . . ., ck−1 dans K qui ve´rifient c1∧ . . .∧
ck−1 6= 0, alors G
# est commutatif, libre et d’entropie positive.
3. Si G# est commutatif et s’il contient un sous-groupe H# commutatif
libre de rang k − 1 et d’entropie positive, alors G#/H# est fini.
Preuve— Puisque Aut0(V ) agit trivialement sur H
1,1(V,R), on peut adapter
les preuves des propositions 4.4, 4.7 et du the´ore`me 4.6.

Remarque 4.9 Si G# est un groupe commutatif contenant des classes de
type parabolique, le rang de G# peut de´passer k−1. Soit en effet T2 un tore de
dimension 2 ou` T := C/(Z+ iZ). Conside´rons le groupe des automorphismes
de´finis par les matrices
Am,n :=
(
1 m+ in
0 1
)
avec m, n entiers. C’est un groupe commutatif, libre et de rang 2. Sur Tk
on peut contruire un groupe analogue de rang 2k − 2.
Remarque 4.10 On dira que la varie´te´ V est multisyme´trique si elle admet
un groupe d’automorphismes commutatif, libre, de rang k − 1 et d’entropie
positive. Il serait inte´ressant de classer les varie´te´s multisyme´triques. En
dimension 2, il s’agit de classer les surfaces admettant au moins un auto-
morphisme d’entropie maximale. Le lecteur peut consulter les articles de
Cantat [4], Mazur [17] et McMullen [18] pour une liste d’exemples et une
e´tude dynamique des automorphismes d’une surface complexe. Les exemples
de Mazur [17] peuvent eˆtre e´tendus en dimension strictement supe´rieure a` 2.
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